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WML AS T,

Tetraedro Cubo Octaedro  Dodecaedro Icosaedro

» Classificados por Teeteto ~400 AC. Nio ha outros!!
» Associados aos elementos na filosofia de Plat3o.
» Estudo detalhado nos Elementos de Euclides, livro XllII

» Usados por Kepler em 1596 num modelo para o sistema solar.
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Teorema:

A férmula V — A+ F = 2 e valida para todo poliedro esférico.

Prova:
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Numero de Euler

O namero de Euler x(P) = V — A+ F de alguns outros poliedros:

O namero de Euler ndo depende da triangulacdo.
Mede alguma coisa do espaco que esta por tras.

Como formalizar / generalizar isso?
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Poliedros

O espaco euclideo R" e nosso modelo de espaco de n dimensdes

Um n-simplex é o feixo convexo de n+ 1 pontos em R”

YN

Um poliedro P e uma colagem de simplices pelas suas caras

—e

A
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P poliedro (vértices ordenados)
Espaco de k-simplices:

Sk(P) = {Z Aioi | Ai € R, o k—simplex}

1

Operador de bordo:
0: Sk(P) = Sk-1(P) 9(0) =) (—1)(face i-ésima de 0) 0° =0
Homologia: k — ciclos

H(P) = k — bordos

onde ¢ € Sk(P) é ciclo se 9(c) =0 e é bordo se ¢ = 9(d).

O namero de Betti by = dim(Hk(P)) conta os k-buracos de P.
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Nameros de Betti e carateristica de Euler

Exemplos: X\X bo=1 by =2
Q bp=1 bj=0 b =1

bp=1 bij=4 by=1

Prop X( ) Z( 1) #{n—5|mp||ces} Zk( )

Dois poliedros s3o equivalentes se se relacionam por subdivisdo.

Teorema: Os nameros de Betti s3o invariantes por subdivis3o.
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Homologia singular

X espago topoldgico abstrato (e.g. X C R")
Um k-simplex singular & uma funcdo continua f : AK — X.

Podemos definir espaco de k-simplices Sx(X), operador de bordo 0
e homologia singular Hx(X) como antes.

= nimeros de Betti by(X) e carateristica de Euler x(X).

Ok... mas ha oo simplices singulares, como calculamos isso?
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Invarianca topoldgica

X, Y sdo homeomorfos se existe bijecdo f : X — Y continua com
inversa continua.

E( expandir, contrair, torcer g cortar, furar, colapsar

DDLU

Um topdlogo é alguém
que n3o distingue uma donut duma caneca de café

Fato: X, Y homeomorfos = by (X) = br(Y), x(X) = x(Y).
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Homotopia

Uma homotopia entre f, g : X — Y é uma deformacio continua.

H
e e

H:Xx[0,1] =Y H(x,0) = f(x) H(x,1)=g(x)

X, Y sdo homotopicos se ha f : X — Y invertivel mod homotopia
Exemplos:

A - S-O-IT
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Propriedades fundamentais da homologia singular

1. Aditividade: X; flia de espagos = H(][; Xi) = ®iHk(Xi)

2. Invarianca homotépica: X, Y homotépicos =
Hi(X) = Hi(Y)

3. Mayer-Vietoris: U,V C X abertos, X = UU V = sequéncia
exata

co o H(UNV) = H(U)@H (V) = Hi(X) 2 He_ (UNV) = -

Se os espagos sdo bons (varieadades, CW-complexos) entdo essas
trés propriedades caraterizam a homologia

~~ axiomatiza¢do de homologia
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Nervo duma cobertura

U = {U;} cobertura por abertos de X, o nervo N(X,U) é poliedro
com

1. vértices: abertos da cobertura;

2. simplices: abertos com intersecdo n3o trivial.

Teorema: Intersegdes finitas contrateis = Hi(X) = Hk(N(X,U)).
Prova: Aditividade + Invarianca homotépica + MV

Corolario: P poliedro = homologia é igual a homologia singular.



4. Exemplos de resultados
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Teorema: Uma variedade S de dimens&o 2 (superficie) compacta
orientavel é homeomorfa a um toro com g =1 — x(S)/2 buracos

0 1 g

Em dimens&es maiores uma classificacdo é muito dificil.

Conjectura de Poincare (~1900): S variedade de dim. 3
compacta, orientavel, simpl. conexa, bx(S) = bx(S3) = S = 537

Ressolvida em 2002/3 por Perelman. Rejeitou USD 1 milhdo!!!
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Teorema de Lefschetz (1926): Se X é um espago compacto com
X(X)#0ef:X — X é&continua e homotépica a idx entdo X
tem pelo menos um ponto fixo.

Corolario (Teorema de Brouwer): Se D C R" é fechado e
convexo ent3o toda funcdo f : D — D tem que ter um ponto fixo.

Ap6s revolver o café sempre hd uma gota
no mesmo lugar que ao principrio
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Um campo de vetores numa variedade X C R" associa para cada
ponto um vetor tangente nesse ponto.

Teorema de Poincare-Hopf (18957): Se X é um espago com
X(X) # 0 entdo todo campo de vetores em X tem que ter um cero.

N3o da para pentear uma bola mas sim podemos pentear um toro
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Teorema de Gauss-Bonnet

A curvatura K = kiko duma superficie S C R3 num ponto x é o
determinante da forma quadratica que melhor aproxima ela.

K<0 K=0 K>0

Teorema de Gauss-Bonnet (1848): 5= [,, KdA = x(S)
Generalizag3o para dimenses altas — geometria Riemanniana.

Versao combinatéria para poliedros por Descartes usando defeito
angular em 1650!



Obrigado!
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