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Introdugao

Historia do MCMC

» Métodos de Monte Carlo tiveram grande impulso na metade
da década de 40 para resolver problemas de difusdo de
néutrons.

» Algoritmo de Metropolis (Metropolis et al.,1953).

> Método de amostragem de Monte Carlo usando Cadeias de
Markov e suas aplicagdes (Hastings, W. K., 1970).

Felipe L. C. da Silva UFF - SIMMA 2020



Cadeias de Markov

Cadeias de Markov

» Um processo estocastico é uma familia de varidveis aleatdrias
{X(t); t € T} definidas em um espaco de probabilidade, onde
t varia no conjunto T.
» o conjunto T é um conjunto de indices;
» os valores assumidos por X(;) sdo os estados;
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Cadeias de Markov

Cadeias de Markov

» Um processo estocastico é uma familia de varidveis aleatdrias
{X(t); t € T} definidas em um espaco de probabilidade, onde
t varia no conjunto T.
» o conjunto T é um conjunto de indices;
» os valores assumidos por X(;) sdo os estados;
» O conjunto S formado por todos os possiveis estados é
chamado de espaco de estados.

» Uma cadeia de Markov é um processo estocdstico X, X, ...
tal que a distribuicdo de X; dados todos os valores anteriores
de {Xo, ..., Xt—1} depende apenas de X;_i, isto é

P(X: € AlXo, s Xeo1) = P(Xe € AlXe_1) (1)

para qualquer subconjunto A C S.
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Cadeias de Markov

» A evolugdo da cadeia de Markov é dada pela probabilidade
(ou ndcleo) de transig3o:

» Espaco de estados discretos:
P(X7.y):P(Xt:y|Xt—1:X)7 Xayes' (2)
» Espaco de estados continuos:

P(x,y) = P(X; < y|Xi-1 =x), x,y €S. (3)
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Cadeias de Markov

» A evolugdo da cadeia de Markov é dada pela probabilidade
(ou ndcleo) de transig3o:

» Espaco de estados discretos:

P(x,y) = P(X; = y|[X;-1 =x), x,y €S. (2)
» Espac¢o de estados continuos:

P(x,y) = P(X; < y|Xi-1 =x), x,y €S. (3)

A fungdo de probabilidade de transicdo satisfaz as seguintes
condicdes:

(i)
P(x,y) > 0,Vx,y € S; (4)
(il
> P(x,y)=1,Vx€S. (5)
y€es
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Cadeias de Markov

» Cadeia de Markov homogénea:
P(Xn = y[Xn—1 = x) = P(X1 = y|Xo = x) = P(x,y),

para todo n > 1 e para todo x,y € S.
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Cadeias de Markov

» Cadeia de Markov homogénea:
P(Xn = y[Xn—1 = x) = P(X1 = y|Xo = x) = P(x,y),

para todo n > 1 e para todo x,y € S.

» A matriz de transi¢do P com (i, j)-ésimo elemento dado por
P(xi, x;).

» Supondo que o espaco de estados S é finito, com r elementos,
ent3o a matriz de transicio P é dada por

P(x1,x1) N P(x1, xr)
P(X2,X1) P(X2,X2)

P = ,

P(xr, x1) P(xr, xr)

» Propriedades da matriz de transi¢3o.
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Cadeias de Markov

A probabilidade de transicdo do estado x para o estado y em n
passos é denotado por P"(x, y).

Assim,
P(xy) = P(Xy=y|X =x)
= > ) PXa=y. Xp1=Xp1,...,. X1 =x|Xo = X)
X1 Xn—1
= > ) P(Xa=ylXo1=xp1) ... P(X1 = x1|Xo = X)
X1 Xn—1
= Z e Z P(x,x1)P(x1,x2) ... P(xp-1,¥)
X1 Xn—1
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Cadeias de Markov

» Equagdes de Chapman-Kolmogorov
P™M(x,y) = P(Xosm = y[Xo = x) = Y _ P"(x,2)P™(z,y)
’ 7)
> Assumindo que a cadeia é homogénea e as operacdes sdo

sempre em funcio dos elementos do espaco de estados, temos
que

pP™tM — P"P™ em particular Pt = P"P (8)
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Cadeias de Markov

» A distribuicao de probabilidade da cadeia no n-ésimo passo
pode ser representada pelo vetor m,, com as componentes
Tn(Xi), Vxi € S.
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Cadeias de Markov

» A distribuicao de probabilidade da cadeia no n-ésimo passo

pode ser representada pelo vetor 7,, com as componentes
Tn(Xi), Vxi € S.
» Espaco de estados finito: S = {x1,x2,...,X}.

TTp = (Wn(xl)v 7"-17(X2)7 cee ,7T,7(Xr))
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Cadeias de Markov

» A distribuicao de probabilidade da cadeia no n-ésimo passo
pode ser representada pelo vetor m,, com as componentes

Tn(Xi), Vxi € S.
» Espaco de estados finito: S = {x1,x2,...,X}.
Tn = (mn(x1), Tn(x2), - . ., Tn(xr))

» Distribuicdo de probabilidade inicial (n = 0) da cadeia:
(

mo = (mo(x1), mo(x2), - . ., mo(xr))
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Cadeias de Markov

» A distribuicao de probabilidade da cadeia no n-ésimo passo
pode ser representada pelo vetor m,, com as componentes

Tn(Xi), Vxi € S.
» Espaco de estados finito: S = {x1,x2,...,X}.
Tn = (mn(x1), Tn(x2), - . ., Tn(xr))

» Distribuicdo de probabilidade inicial (n = 0) da cadeia:
(

mo = (mo(x1), mo(x2), - . ., mo(xr))

> .
Assim, T = P(Xo=y)

= Z P(Xn = y|Xo = x)P(Xo = x)
x€eS

= > P"(x.y)mo(x)

XxES
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Cadeias de Markov

» Forma matricial:
wy = moP" (9)

Assim,

Tp = moP" = moP" 1P = m,_1P (10)
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:
Hippie viajante (Kleinrock, 1975). Um hippie viajante comega
tomando carona em uma cidade 0. Por algum motivo, ele sempre
pega uma nova carona ao final de cada dia, com o primeiro que se
dispGe a leva-lo, sem se preocupar com o destino. Ele acaba
viajando aleatoriamente pelas cidades préximas com as
probabilidade ilustradas.

1

231/2

Figura: Grafo de transicdo de uma cadeia de Markov com trés estados
(0,1,2).

1/4
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

» Depois do primeiro dia, ele estard na cidade 1 com
probabilidade 3/4 ou na cidade 2 com probabilidade 1/4.
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

» Depois do primeiro dia, ele estard na cidade 1 com
probabilidade 3/4 ou na cidade 2 com probabilidade 1/4.

» A probabilidade de retornar a cidade 0 passando pela cidade 1
no segundo dia é de 3/16 e de retornar a cidade 0 pela cidade
2 no segundo dia é de 1/16.
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

» Depois do primeiro dia, ele estard na cidade 1 com
probabilidade 3/4 ou na cidade 2 com probabilidade 1/4.

» A probabilidade de retornar a cidade 0 passando pela cidade 1
no segundo dia é de 3/16 e de retornar a cidade 0 pela cidade
2 no segundo dia é de 1/16.

» Portanto, a probabilidade de retornar a cidade 0 no segundo
dia éde 4/16 =1/4
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

» Depois do primeiro dia, ele estard na cidade 1 com
probabilidade 3/4 ou na cidade 2 com probabilidade 1/4.

» A probabilidade de retornar a cidade 0 passando pela cidade 1
no segundo dia é de 3/16 e de retornar a cidade 0 pela cidade
2 no segundo dia é de 1/16.

» Portanto, a probabilidade de retornar a cidade 0 no segundo
diaéde4/16 =1/4

» Sendo assim, podemos fazer o cdlculo do viajante retornar a
cidade 0 nos dias 3, 4 etc e também para as outras cidades.
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

> 5=1{0,1,2}
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:
» S={0,1,2}
» Matriz de transic3o:
0 3/4 1/4
P=1|1/4 0 3/4
1/4 1/4 1)2
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

» S={0,1,2}
» Matriz de transic3o:
0 3/4 1/4
P=1|1/4 0 3/4
1/4 1/4 1)2

» Se a préxima cidade visitada sé depende da cidade atual e
também n3o depende do dia, tem-se uma cadeia de Markov
homogénea.

P(Xn =y|Xn—1 =x) = P(X1 = y|Xo = x) = P(x,y), (11)
para todo n > 1 e para todo x,y € S.
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

» Evolucdo do sistema

» Seja mp(x) = P(X, = x) a probabilidade de encontrar o
sistema no estado x no passo n.
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

» Evolucdo do sistema
» Seja mp(x) = P(X, = x) a probabilidade de encontrar o
sistema no estado x no passo n.

> Supondo que o = (m0(0), mo(1), m0(2)) = (1,0,0)
» Estado inicial: mg
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Cadeias de Markov

Exemplo 1:

>
>

v

Evolucdo do sistema

Seja mp(x) = P(X, = x) a probabilidade de encontrar o
sistema no estado x no passo n.

Supondo que o = (mo(0), mo(1), m0(2)) = (1,0,0)
Estado inicial: mg

Estados seguintes:

I 7TOP
T = mP = (mP)P =mP?

Ty = mWph1P =mgP"
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Cadeias de Markov

Tabela: Viajante iniciou a sua viagem pela cidade 0.

n O 1 2 3 4 ... 00
m»(0) 1 0.000 0.250 0.188 0.203 ... 0.200
m(1) 0 0.750 0.062 0.359 0.254 ... 0.280
m(2) 0 0.250 0.688 0.453 0.543 ... 0.520

Tabela: Viajante iniciou a sua viagem pela cidade 1.

n O 1 2 3 4 ... 00
m(0) 0 0.250 0.188 0.203 0.199 ... 0.200
m(l) 1 0.000 0.375 0.250 0.289 ... 0.280
m™(2) 0 0.750 0.438 0.547 0.512 ... 0.520
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Cadeias de Markov

Tabela: Viajante iniciou a sua viagem pela cidade 3.

n O 1 2 3 4 ... 00
m(0) 0 0.250 0.188 0.203 0.199 ... 0.200
m(1) 0 0.250 0.312 0.266 0.285 ... 0.280
m(2) 1 0.500 0.500 0.531 0.516 ... 0.520

Tabela: Viajante iniciou a sua viagem pela cidade 7

n 0 1 2 3 4 ... 00
m(0) 0.5 0.125 0.219 0.195 0.201 ... 0.200
m(1) 0.3 0425 0.206 0.308 0.271 ... 0.280
m(2) 0.2 0.450 0.575 0.497 0.528 ... 0.520
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Cadeias de Markov

Definicoes

> Uma cadeia de Markov ¢ irredutivel se existem n, m tais que
P"(x,y) >0e P™(y,x) >0Vx,y € S.
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Cadeias de Markov

» O periodo de um estado x € S de uma cadeia de Markov é
definido por d(x) = mdc{n > 1|P"(x, x) > 0}.

Felipe L. C. da Silva UFF - SIMMA 2020



Cadeias de Markov

» O periodo de um estado x € S de uma cadeia de Markov é
definido por d(x) = mdc{n > 1|P"(x, x) > 0}.

» Quando d(x) =1, entdo o estado x é aperiddico.
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Cadeias de Markov

» O periodo de um estado x € S de uma cadeia de Markov é
definido por d(x) = mdc{n > 1|P"(x, x) > 0}.
» Quando d(x) =1, entdo o estado x é aperiddico.

» Uma cadeia é aperiddica se todos os estados s3o aperiddicos
(d(x) = 1) e a cadeia é periodica, se d(x) > 1.

0I25 0l25 0,25

ofo

0,25 ‘0{ 0,25 \O-g 0,25 0,5

0,5

:

025 o5

Figura: Grafo de transi¢do.
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Cadeias de Markov

» Uma cadeia de Markov com niicleo de transicdo P(x,y) é dita
ser reversivel se existe uma distribuicdo de probabilidade

que satisfaz
m(x)P(x,y) = w(y)P(y, x) (12)

para todo x,y € S.
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Cadeias de Markov

Distribuicao estaciondria e distribuicdo limite
» Uma distribuicdo estaciondria 7(x), x € S, satisfaz as
seguintes condi¢des:
> 71(x) >0, VxeS;
> DesT(X) =1
> Yes TP y) =7ly), VyeS$

» Forma matricial:
TP =mw
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Cadeias de Markov

Distribuicao estaciondria e distribuicdo limite

» Uma distribuicdo estaciondria 7(x), x € S, satisfaz as
seguintes condi¢des:
> 71(x) >0, VxeS;
> DesT(x) =1
> YesT)P(y) =7(y), Vy €S

» Forma matricial:
TP =mw

» Distribuicdo limite:

ﬁmn—)ooPn(va) :ﬂ-(y)’ y e S
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Cadeias de Markov

Distribuicdo estaciondria e distribuicdo limite

» Se uma cadeia de Markov ¢é reversivel, entdo a distribuicdo de
probabilidade 7 da cadeia ¢ estacionaria (Gamerman e Lopes,
2006; Robert e Casella, 1999; Tierney, 1994).
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Cadeias de Markov

Distribuicdo estaciondria e distribuicdo limite

» Se uma cadeia de Markov ¢é reversivel, entdo a distribuicdo de
probabilidade 7 da cadeia ¢ estacionaria (Gamerman e Lopes,
2006; Robert e Casella, 1999; Tierney, 1994).

» Se uma cadeia de Markov ¢ irredutivel, aperiddica e com
distribui¢ao estaciondria 7 entdo
(i) a cadeia é recorrente positiva;
(i) m é a dnica distribuicdo estaciondria da cadeia;
(iii) m(y) é a distribui¢do limite, isto é, lim,_, o P"(x,y) = 7(y),
Vx,y € S;

(iv) portanto, a distribuicdo de probabilidade 7, (quando n — o)
da cadeia converge para a distribuicao de probabilidade
estaciondria m, independentemente da distribuicdo inicial da
cadeia (Gamerman e Lopes, 2006; Tierney, 1994).
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Cadeias de Markov

Problema do hippie viajante:
» Distribuicdo estaciondria: 7° = [ 0,200 0,280 0,520 }
» Distribuicdo limite:

0,200 0,280 0,520
limn—eoP"(x,y) = | 0,200 0,280 0,520
0,200 0,280 0,520

» Portanto, a distribuicdo de probabilidade 7, da cadeia
converge para distribuicdo estaciondria .
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Método de Monte Carlo Simples
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Método de Monte Carlo Simples

Método de Monte Carlo Simples

> E um método de simulagcdo para obter integrais de fung¢des
complexas ou multidimensionais de forma aproximada.
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Método de Monte Carlo Simples

Método de Monte Carlo Simples

> E um método de simulagcdo para obter integrais de fung¢des
complexas ou multidimensionais de forma aproximada.

» Também é utilizado para resolver problemas de otimizac3o.
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Método de Monte Carlo Simples

Método de Monte Carlo Simples

P A ideia inicial do método é escrever a integral que se deseja
calcular como um valor esperado. Entdo, vamos calcular a
integral de g(@) no intervalo (a, b), isto é,

| = / i g(0)do. (13)
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Método de Monte Carlo Simples

Método de Monte Carlo Simples
P A ideia inicial do método é escrever a integral que se deseja

calcular como um valor esperado. Entdo, vamos calcular a
integral de g(@) no intervalo (a, b), isto é,

| = / i g(0)do. (13)

» Esta integral (13) pode ser reescrita como

b
1= [ (b= 28O =540 = (b= DELEO). (1)

sendo € uma v.a. com distribuicdo U(a, b).
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Método de Monte Carlo Simples

» Para estimar E[g(0)], basta encontrarmos uma amostra
aleatéria de tamanho n, 61, ..., 6, da distribuicdo U(a, b).
Assim, podemos obter uma amostra de valores
g(01),...,g(0,) da funcio g(#) e, a integral acima pode ser
estimada pela média amostral, isto é

I=(b-a); >80 (15)
i=1
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Método de Monte Carlo Simples

» Para estimar E[g(0)], basta encontrarmos uma amostra
aleatéria de tamanho n, 61, ..., 6, da distribuicdo U(a, b).
Assim, podemos obter uma amostra de valores
g(01),...,g(0,) da funcio g(#) e, a integral acima pode ser
estimada pela média amostral, isto é

I=(b-a); >80 (15)
i=1

> N3o é dificil verificar que esta estimativa é n3o viesada.
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Método de Monte Carlo Simples

Algoritmo

» Passo 1:
» Passo 2:

» Passo 3:

» Passo 4:

gerar 01, ..., 0, da distribuicdo U(a, b);

calcule g(61),-..,&(6n);

calcule a média amostral g = £ 37, g(6;);

calcule [ = (b — a)g.
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Método de Monte Carlo Simples

Exemplo:
5
» Suponha que queremos calcular/ e *dx.
2

> A integral pode ser reescrita por

5 —Xx
(5 - 2)/2 ﬁdx, (16)

e serd aproximada usando n valores simulados da distribuicdo
Uniforme no intervalo (2,5) e calculando
Yi = e_Xi7i: 17 , 1.
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Método de Monte Carlo Simples

Exemplo:

. : 3¢
» O valor aproximado da integral é — Zy;.
n<
i=1
Tabela: Resultado da integral pelo método de Monte Carlo.

n 50 200 500 1000
Valor aproximado 0.1302 0.1299 0.1288 0.1284

> A integral pode ser calculada de forma exata,

5
/ e *dx = 0, 1286. (17)
2
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Método de Monte Carlo Simples

Integral geral

» Para resolver uma integral geral

b
- / g(0)p(0)d0 = E[g(9)).

utilizamos o mesmo algoritmo alterando a geragdo dos ¢}s do
passo 1 da p(0) e calcula-se

I= %Zg(‘gi)‘
i=1
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Método de Monte Carlo Simples

Integral geral

» Para resolver uma integral geral

b
- / g(0)p(0)d0 = E[g(9)).

utilizamos o mesmo algoritmo alterando a geragdo dos ¢}s do
passo 1 da p(0) e calcula-se

I= %Zg(‘gi)‘
i=1

» Como hd independéncia das geracdes, pela Lei Forte dos
Grandes Ndmeros | — [, para n — .
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Método de Monte Carlo Simples

Erro Padrao de Monte Carlo

» Além disso, E[g(0;)] = I e Var(g(6;)) = ’::Z (g(6;) — §)2.
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Método de Monte Carlo Simples

Erro Padrao de Monte Carlo

» Além disso, E[g(0;)] = I e Var(g(6;)) = ’::Z (g(6;) — §)2.

» Portanto, a variancia do estimador é

Var(l) = 2z:(g
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Método de Monte Carlo Simples

Erro Padrao de Monte Carlo

» Além disso, E[g(0;)] = I e Var(g(6;)) = ’::Z (g(6;) — §)2.

i=1
» Portanto, a variancia do estimador é
Var(l) = 2 Z (g(0;
» Erro padrdo de Monte Carlo:
1 n
N _\2
EP(l) = \| = >_(e(6) —2)
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Cmeseitr i dlie

Monte Carlo via Cadeias de Markov

» O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)
permite gerar amostras de uma v.a. X que possui uma
distribuicao de interesse qualquer.
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Cmeseitr i dlie

Monte Carlo via Cadeias de Markov

» O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)
permite gerar amostras de uma v.a. X que possui uma
distribuicao de interesse qualquer.

» No contexto de inferéncia classica (frequentista), esta
distribuicao pode surgir de um modelo complexo.
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Cmeseitr i dlie

Monte Carlo via Cadeias de Markov

» O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)
permite gerar amostras de uma v.a. X que possui uma
distribuicao de interesse qualquer.

» No contexto de inferéncia classica (frequentista), esta
distribuicao pode surgir de um modelo complexo.

> No contexto de inferéncia bayesiana, a distribuicdo de
interesse é a distribuicao a posteriori do vetor paramétrico.
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Algoritmo de Metropolis-Hastings
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Monte Carlo via Cadeias de Markov

» Os métodos de MCMC s3o uma alternativa aos métodos n3o
iterativos em problemas complexos.
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Monte Carlo via Cadeias de Markov

» Os métodos de MCMC s3o uma alternativa aos métodos n3o
iterativos em problemas complexos.

> Ele é um método de simulac3o iterativa, baseado em cadeias

de Markov, e assim os valores gerados ndo serdao mais
independentes.
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Monte Carlo via Cadeias de Markov

» Os métodos de MCMC s3o uma alternativa aos métodos n3o
iterativos em problemas complexos.

> Ele é um método de simulac3o iterativa, baseado em cadeias
de Markov, e assim os valores gerados ndo serdao mais
independentes.

» De acordo com Gamermam e Migon (1999), a ideia central do
MCMC é construir uma cadeia de Markov que seja facil de
simular e que tenha a distribuicdo estacionaria dada pela
distribuic3o de interesse.
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» Suponha uma cadeia de Markov {X;,t =0,1,---}.
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Cmeseitr i dlie

» Suponha uma cadeia de Markov {X;,t =0,1,---}.

» Os métodos MCMC requerem que a cadeia seja:
» homogénea, isto é, as probabilidades de transicdo de um
estado para outro sdo invariantes;
» irredutivel, isto é, cada estado pode ser atingido a partir de
qualquer outro em um ndmero finito de iteragdes;
P aperiddica, isto €, n3o atinge o mesmo ponto com regularidade
fixa e ndo ha estados absorventes.
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» Suponha uma cadeia de Markov {X;,t =0,1,---}.

» Os métodos MCMC requerem que a cadeia seja:

» homogénea, isto é, as probabilidades de transicdo de um
estado para outro sdo invariantes;

» irredutivel, isto é, cada estado pode ser atingido a partir de
qualquer outro em um ndmero finito de iteragdes;

P aperiddica, isto €, n3o atinge o mesmo ponto com regularidade
fixa e ndo ha estados absorventes.

> Logo,

lim X{ =,
i—00

" 8(X) - E-la(X)L
i=1

quando n — oo e i denota a i-ésima realizac3o da cadeia.
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» A ideia é que conforme o nimero de itera¢Ges aumenta, a
cadeia gradualmente esquece os valores iniciais e
eventualmente converge para uma distribuicdo de equilibrio
(Tierney, 1994).
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» A ideia é que conforme o nimero de itera¢Ges aumenta, a
cadeia gradualmente esquece os valores iniciais e
eventualmente converge para uma distribuicdo de equilibrio
(Tierney, 1994).

> Na pratica, as iteragdes iniciais sdo descartadas, como se
formassem uma amostra de aquecimento.
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» A ideia é que conforme o nimero de itera¢Ges aumenta, a
cadeia gradualmente esquece os valores iniciais e
eventualmente converge para uma distribuicdo de equilibrio
(Tierney, 1994).

> Na pratica, as iteragdes iniciais sdo descartadas, como se
formassem uma amostra de aquecimento.

> Na literatura, existem vdrias propostas para avaliar a
convergéncia das cadeias. Uma forma amplamente utilizada,
e de facil aplicacdo, € a inspecdo gréfica através da andlise da
trajetéria de uma ou mais cadeias em periodos distintos de
tempo. Outros critérios empiricos sdo os diagndsticos de
Gelman e Rubin (1992) e Geweke (1992).
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» A ideia é que conforme o nimero de itera¢Ges aumenta, a
cadeia gradualmente esquece os valores iniciais e
eventualmente converge para uma distribuicdo de equilibrio
(Tierney, 1994).

> Na pratica, as iteragdes iniciais sdo descartadas, como se
formassem uma amostra de aquecimento.

> Na literatura, existem vdrias propostas para avaliar a
convergéncia das cadeias. Uma forma amplamente utilizada,
e de facil aplicacdo, € a inspecdo gréfica através da andlise da
trajetéria de uma ou mais cadeias em periodos distintos de
tempo. Outros critérios empiricos sdo os diagndsticos de
Gelman e Rubin (1992) e Geweke (1992).

» Os métodos MCMC mais utilizados sdo o amostrador de
Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings.
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

» O algoritmo de Metropolis foi apresentado inicialmente por
Metropolis et al. (1953) e generalizado por Hastings (1970)
resultando no algoritmo de Metropolis-Hastings.
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

» O algoritmo de Metropolis foi apresentado inicialmente por
Metropolis et al. (1953) e generalizado por Hastings (1970)
resultando no algoritmo de Metropolis-Hastings.

» Utiliza a ideia dos métodos de rejeicao, isto €, um valor é
gerado de uma distribuicdo auxiliar e aceito com uma dada
probabilidade.

» Suponha que a cadeia esteja no estado 6 e um valor 8* é
gerado de uma distribuicdo proposta g(-|6).

» A distribuicdo proposta pode depender do estado atual da
cadeia, por exemplo g('|0) poderia ser uma distribuicdo normal
centrada em 6.

» Assim, o novo valor 68* é aceito com probabilidade

o m(6*)q(0]0*)
o(6,67) = min (1’ w(mq(e*m) !

em que 7 é a distribuicdo de interesse.
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos
seguintes passos:

» Passo 1: Inicialize o contador de iteracdes /i = 0 e especifique
um valor inicial 6(9):

Felipe L. C. da Silva UFF - SIMMA 2020
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Algoritmo de Metropolis-Hastings
O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos
seguintes passos:

» Passo 1: Inicialize o contador de iteracdes /i = 0 e especifique
um valor inicial 6(9):

» Passo 2: Gere um novo valor 8* da distribuicdo proposta
q("6");
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Algoritmo de Metropolis-Hastings
O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos
seguintes passos:

» Passo 1: Inicialize o contador de iteracdes /i = 0 e especifique
um valor inicial 6(9):

» Passo 2: Gere um novo valor 8* da distribuicdo proposta
q('l6“);

» Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitacdo a(8(),6*) e
gere u ~ U(0,1).
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos
seguintes passos:
» Passo 1: Inicialize o contador de iteracdes /i = 0 e especifique
um valor inicial 6(9):
» Passo 2: Gere um novo valor 8* da distribuicdo proposta
q('l6“);
» Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitacdo a(8(),6*) e
gere u ~ U(0,1).
» Passo 4: Se u < « ent3o aceite o novo valor e faca
9(+1) = 9* caso contrario rejeite e faca AU 1) = (i),
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Algoritmo de Metropolis-Hastings
O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos
seguintes passos:

» Passo 1: Inicialize o contador de iteracdes /i = 0 e especifique
um valor inicial 6(9):

» Passo 2: Gere um novo valor 8* da distribuicdo proposta
q('l6“);

» Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitacdo a(8(),6*) e
gere u ~ U(0,1).

» Passo 4: Se u < « ent3o aceite o novo valor e faca
9(+1) = 9* caso contrario rejeite e faca AU 1) = (i),

» Passo 5: Incremente o contador de / para i 4+ 1 e volte ao
passo 2.
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Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Cmeseitr i dlie

A cadeia de Markov gerada pelo algoritmo de Metropolis-Hastings:

(i) tem 7(#) como sua distribuicdo estacionaria devido ao fato da
cadeia ser reversivel;

(ii) é aperiddica, pois permite a ocorréncia de eventos tais como
{041 = 0.}, isto é, a probabilidade desses eventos ndo é zero;

(i) €é irredutivel, pois g(-|-) satisfaz a seguinte condi¢do

q(6*|0) >0, V0,0 € S;

(iv) portanto, a distribui¢cdo de probabilidade da cadeia converge
para a distribui¢do de interesse 7(6).
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Exemplo 2

» Como gerar uma amostra da distribuicdo bimodal dada por

p(x) = 0,3fy(x,0,10/4) + 0, 7fy(x, 10,10/4)?

0.15
I

0.10
I

Densidade

0.05
I

0.00
L

-8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Cmeseitr i dlie

Exemplo 1
» Como gerar uma amostra da distribuicdo bimodal dada por
p(x) = 0,3fy(x,0,10/4) + 0, 7fy(x, 10,10/4) ?

» Soluc3o:
Distribuicdo proposta: X* ~ N(x(9),100), ent3o

x—x* 2
min [0 3e7027 0,702 10)2]e7( o
= I X*7X2
[0 3e—02x2+0 7e—0,2(x—10) ]e 270 :
B . [0, 3¢ 0 2x*?2 +0, 7e—0,2(x*?~10) ] (18)
= min [0,3e0; 22 10, 7e=0.2(x— 10)2]
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Método de
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Amostrador de Gibbs

» O amostrador de Gibbs é um caso especial do algoritmo de
Metropolis-Hastings, com aplicacdes em métodos Bayesianos.
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Amostrador de Gibbs

» O amostrador de Gibbs é um caso especial do algoritmo de
Metropolis-Hastings, com aplicacbes em métodos Bayesianos.

» No amostrador de Gibbs a cadeia ird sempre se mover para
um novo valor, e as transicoes de um estado para outro sao
feitas de acordo com as distribui¢cdes condicionais completas.
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Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov P i @i

Amostrador de Gibbs

» O amostrador de Gibbs é um caso especial do algoritmo de
Metropolis-Hastings, com aplicacbes em métodos Bayesianos.

» No amostrador de Gibbs a cadeia ird sempre se mover para
um novo valor, e as transicoes de um estado para outro sao
feitas de acordo com as distribui¢cdes condicionais completas.

» Seja 0 um vetor paramétrico. A distribuicdo condicional
completa de #; é a distribuicdo da i-ésima componente de 6
condicionada em todas as outras componentes.
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Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov P i @i

Amostrador de Gibbs

» O amostrador de Gibbs é um caso especial do algoritmo de
Metropolis-Hastings, com aplicacbes em métodos Bayesianos.

» No amostrador de Gibbs a cadeia ird sempre se mover para
um novo valor, e as transicoes de um estado para outro sao
feitas de acordo com as distribui¢cdes condicionais completas.

» Seja 0 um vetor paramétrico. A distribuicdo condicional
completa de #; é a distribuicdo da i-ésima componente de 6
condicionada em todas as outras componentes.

» Se as distribuicbes condicionais completas sdo completamente
conhecidas, entdo podemos utilizar o algoritmo amostrador de
Gibbs.
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Algoritmo do Amostrador de Gibbs

» Passo 1: inicialize o contador de iteracdes da cadeia i = 0;
> Passo 2: especifique os valores iniciais de #(0) = 9&0), e 950);

» Passo 3: obtenha um novo valor de 6() a partir de #—1)

através da geracao sucessiva dos valores:
60\ ~ p(611651, ... 651y
05 ~ p(62]6%7, 05,041y

60 ~ p(6ql0l, 68064 ).

» Passo 4: Incremente o contador de i para i + 1 e retorne ao
passo 3 até obter convergéncia.
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Problema 2:

» Suponha que queremos gerar amostras de uma distribuicdo
Normal bivariada dada por

(V)-~[(8) o) o

onde p =0,09.

» Algoritmo de Gibbs. As distribuices condicionais completas
podem ser obtidas usando resultados da Normal bivariada
(Johnson e Wichern, 1998):

Y‘X ~ N(va 1- p2)
X|Y ~ N(py,1—p?)
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Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov P i @i

Solucdo: Amostrador de Gibbs.

(1) Inicializar o contador de iteragdes da cadeia i = 1;
(2) Especificar os valores iniciais da cadeia: (1) = (x1), ¥(1)):

3) Obtenha um novo valor de 6,1y a partir de 6y através da
(i+1) (1)
geracao sucessiva dos valores

xi+1) ~ N (py(iy, 1 — p?)
Yii+1) ~ N (pxis1), 1 — p?)

(4) Incrementar o contador de i + 1 para i + 2 e retornar ao passo
3 até obter convergéncia.
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Amostra de X
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Algoritmo de Metropolis-Hastings

Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Fesiedy da @iz

+ MCMC (10000 iteragdes)
« Distribuicdo Normal Bivariada
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Figura: Distribuicdo Normal Bivariada
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

Inferéncia Bayesiana

» A informagdo sobre uma quantidade de interesse 6 (n3o
observavel) é fundamental na Estatistica.
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

Inferéncia Bayesiana

» A informagdo sobre uma quantidade de interesse 6 (n3o
observavel) é fundamental na Estatistica.

» Na inferéncia bayesiana, os pardmetros de um modelo sio
considerados quantidades aleatdrias.
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

Inferéncia Bayesiana

» A informagdo sobre uma quantidade de interesse 6 (n3o
observavel) é fundamental na Estatistica.

» Na inferéncia bayesiana, os pardmetros de um modelo sio
considerados quantidades aleatdrias.

» Seja y o vetor de observacles e 6 o vetor de parametros.
Suponha que temos uma distribui¢do a priori p(f), com uma
incerteza inicial antes de y ser observado, e a funcdo de
verossimilhan¢a do modelo p(y|6). Assim, com a especificagdo
de p(y|f) e p(6), temos um modelo probabilistico dado por

p(y,0) = p(yl0) p(6).
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

» Como os dados y possuem informagdo sobre 6, pode-se
utilizar y para atualizar a informacg3do de 6 através da
distribuicao condicional de 6 dado y. Pelo teorema de Bayes,
a distribui¢do a posteriori p(6]y) é dada por

_py,0) _ p(yl0) p(0)
() = p(y) — [p(y,0)do" (20)
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

» Como os dados y possuem informagdo sobre 6, pode-se
utilizar y para atualizar a informacg3do de 6 através da
distribuicao condicional de 6 dado y. Pelo teorema de Bayes,
a distribui¢do a posteriori p(6]y) é dada por

_py,0) _ p(yl0) p(0)
plfly) = p(y) — [p(y,0)do"

(20)

» Na maior parte das aplicagdes, p(f|y) ndo possui forma
analitica fechada (conhecida).
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

» Como os dados y possuem informagdo sobre 6, pode-se

utilizar y para atualizar a informacg3do de 6 através da
distribuicao condicional de 6 dado y. Pelo teorema de Bayes,
a distribui¢do a posteriori p(6]y) é dada por

_py,0) _ p(yl0) p(0)
plfly) = p(y) — [p(y,0)do"

(20)

Na maior parte das aplicagdes, p(f]y) ndo possui forma
analitica fechada (conhecida).

Para aproximar a distribuicdo a posteriori dada em (20)
podemos utilizar a integracdo pelo método de Monte Carlo ou
MCMC.
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

» Utilizando o fato que o denominador na equagdo (20) ndo
depende de 6, podemos escrever

p(0ly) o p(y10)p(0). (21)
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

Exemplo:

» Seja Y1, Y, ..., Y, uma amostra aleatéria simples de uma
populacdo N(u,c?), com p e o desconhecidos.
O interesse é estimar (u, 02).

Considere que ¢ = (02)~! é a precisdo.

Felipe L. C. da Silva UFF - SIMMA 2020



Introducdo Inferéncia Bayesiana

Exemplo:

» Seja Y1, Y, ..., Y, uma amostra aleatéria simples de uma
populacdo N(u,c?), com p e o desconhecidos.
O interesse é estimar (u, 02).
Considere que ¢ = (02)~! é a precisdo.

» A funcdo de verossimilhanca é dada por

(6.1 y) = (2m) 26" exp {‘f > i - mZ} @

i=1
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

Exemplo:

» Seja Y1, Y, ..., Y, uma amostra aleatéria simples de uma
populacdo N(u,c?), com p e o desconhecidos.
O interesse é estimar (u, 02).
Considere que ¢ = (02)~! é a precisdo.

» A funcdo de verossimilhanca é dada por

n

L(¢, i y) = (2m) 26" exp {_;5 > - u)2} . (22)

=1
» Objetivo:
p(o, ply) =7
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

Exemplo:

» Seja Y1, Yo, ..., Y, uma amostra aleatdria simples de uma
populacdo N(u,c?), com p e o desconhecidos.
O interesse é estimar (u, 02).
Considere que ¢ = (02)~! é a precisdo.

» A funcdo de verossimilhanca é dada por

n

) = (21262 exp d 2 S (yi — 1)
L(¢, piy) = (2m) "¢ eXP{ 5 Zl(y, 1) } - (22)
» Objetivo:
p(o, puly) =7
» Sejam as distribuicdes a priori independentes 1 ~ N(po,72) e
¢ ~ G(a, B), com g, 72, o e 3 conhecidos.
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

» Logo, a distribuicdo a posteriori é dada por
p(¢, uly) o< plylo, n)p(, 1)

o ¢"2exp {—ﬁ > (i u)z}
i—1
exp{ ;Z . Mo }<Z>a_1 exp{—B¢}.
i=1
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

» Logo, a distribuicdo a posteriori é dada por
p(¢, uly) o< plylo, n)p(, 1)

o ¢"2exp {—ﬁ > (i u)z}
i=1

> A distribuicdo conjunta acima n3o tem forma conhecida.
Entretanto, as condicionais completas a posteriori de cada
pardmetro sio faceis de obter,

) pllo.y) xexp {5 Sl — p)? pexp { 2 Sy U5l
i) p(lu, y) oc 922 exp {—g[8+ 3 XL, (vi — )1}
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Introducdo Inferéncia Bayesiana

Segue entdo que

> (ply, @) ~ N(m,v), em que
v=(ng+ (3 Te
m= (o> yi+4%)v.

> (¢ly, 1) ~ Gama(a+ 5,8+ 3 371 (vi — 1)?).

Portanto, podemos utilizar o amostrador de Gibbs que pode ser
implementado facilmente gerando valores destas distribui¢Ges
alternadamente.

Solu¢do: Implementada no programa R.
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Solucdo 1: Amostrador de Gibbs.
(1) Inicializar o contador de iteragcdes da cadeia i = 1;
(2) Especificar os valores iniciais da cadeia: (1) = (11(1), (1))

(3) Obtenha um novo valor de ;1) a partir de 0;) através da
geracdo sucessiva dos valores

wiv1)y ~ N <<¢(i) Syt %) v, (négy + (72)71)71)
¢(i+1) ~ G (Oé + ga/ﬁ + % Zj:l(y./ - u(i+1))2)

(4) Incrementar o contador de i + 1 para i + 2 e retornar ao passo
3 até obter convergéncia.
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Figura: Via amostrador de Gibbs: Cadeias com 1000 iteracGes.
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Anexo
Exemplo: Algoritmo de Metropolis-Hastings

» Em uma certa populacdo de animais sabe-se que cada animal
pode pertencer a uma das 4 linhagens genéticas com
probabilidades

1 0 1-6 1-6

0
p1_§+17 p2_Ta p3_Tv p4—Z

sendo 0 < 6 < 1 um parametro desconhecido.
» Para qualquer 6 € (0,1) é facil verificar que p; > 0, Vi e
4
2= Pi = 1.
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Observando-se n animais dentre os quais y; pertencem a linhagem
i, entdo o vetor aleatério Y = (y1; y2; y3; ya) tem distribuicdo
multinomial com pardmetros n, p1, p2, p3, pa € portanto,

n!
PIVIO) = Ty PLPS PR PA o (24 0) (1 = 020,

Assumindo que a distribuigcdo a priori 6 ~ U(0, 1), segue que a a
distribuicdo a posteriori de 6 é dada por

p(Oly) o< (2 4 01 (1 — 6)2+20%.
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Tomando como distribuicdo proposta a U(0, 1), entdo g(6) = 1,
para todo 6.

Assim, a razao de Hastings é dada por

p(0*[y)q(016") _ (2+67)" (1 — 67)2(6")"

p(0ly)a(6+10) —  (2+ (1 — O)tyzpw

Observacao:

» Para verificar a eficiéncia do algoritmo foram geradas 200
observacdes de um modelo Multinomial com os pardmetros
definidos no problema e # =0, 6.

P Foram realizadas 10000 itera¢des.
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(a) Periodo de aquecimento (b) Histograma.
de 1000 iteracoes, e com
raleamento de 9 iteracdes.
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